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高分必备

线代综合习题课：

精选面向考试的题型；

提升对基本概念和理论严谨细致的理解；

强调解题思路，和解题方法；

一课解决考研数学线性代数的全部内容；助力考生高分上岸！

习题课结合新编考研数学线性代数精华版网课的内容；

复习要做到有的放矢，纲举目张：

线性代数的纲就是：线性方程组
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基本概念、基础理论、基本计算： 高分必备基本功

1 行列式：性质与行列式的按行（列）展开；

2 向量的运算：内积（数量积），模，正交，施密特正交化公式；

2 矩阵的运算：乘法，逆， 分块矩阵；伴随矩阵 𝑨∗ ；正交矩阵；

3 矩阵的秩：定义，公式与结论

1) r(A)=r(A𝜏 ) = r(A𝜏 A); 2)r(AB)≤ 𝑚𝑖𝑛{𝑟 𝐴 , 𝑟 𝐵 };

3) r(A + B) ≤ r(A, B) ≤ r(A) + r(B);

4) 若A可逆，则 r(AB)=r(B); 若 A列满秩，则r(AB)=r(B);若A行满秩，则 r(BA)=r(B);

5) 若 AB=O,则r(A)+r(B) ≤ n (n 是A的列数）；

6）r
A O
O B

= r(A) + r(B)
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4 矩阵的初等（行）变换，初等矩阵及其逆阵；

1）矩阵可经过初等变换变为标准形：
Er O
O O

; 

2) 可逆阵是一系列初等矩阵的乘积；

左（右）乘可逆阵相当于一系列初等行（列）变换；

求逆阵的方法：A−1 =
A∗

|A|
; 以及：(A,E)→(E, A−1 )

5 矩阵等价；1）等价的定义：矩阵 A 可经过一系列初等变换变成矩阵 B；

2) 等价具有反身性和传递性；

3）A 与 B 等价的充要条件： PAQ=B , P,Q 可逆；
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6 向量组的线性关系

1）线性表示，与方程组解的关系：Ax=b；

2) 向量组的线性相关与线性无关：定义与验证方法；

(i) n+1 个n 维向量必线性相关；

(ii) 缩短组无关，则延长组也无关；延长组相关，则缩短组也相关；

3）如何求极大无关组，向量组的秩 （利用矩阵）

4) 向量组的等价：若向量组A与向量组B可互相线性表示；

(i) 若向量组 A可由向量组B线性表示，则 r(A)≤ r(B)；

(ii) n 维向量组A与B等价的充要条件：𝑟 𝐴 = 𝑟 𝐵 = 𝑟 𝐴, 𝐵
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7 线性方程组

1）克莱姆法则：Ax= b; x i =
|Di |

|D|
,  D=|A|; D i：用b 换掉 D的第i列；

2）Ax=0 则 r(A)+r(S)=n ；S 是解集合； （最核心定理！）

如何求其基础解系；

3）Ax=b 有唯一解，有无穷多组解:r(A)=r(A,b) ，否则无解；

** 非齐通=齐通+非齐特 ---最重要的计算基本功！

4）线性方程组解的结构：

经
纬

数
学

www.jingweimath.com



8 特征值，特征向量

1）定义：Ax = λx ;   特征多项式：|λE-A|=0;  特征方程：(A-λE)x=0; 

2）λ1 + λ2 +. . . λn = a11 + a 22 +. . . +a nn = tr(A) (矩阵的迹）； λ1 λ2 . . . λn = |A|;

3）对应不同特征值的特征向量线性无关；

9 矩阵的相似：P −1 AP = B;

1）( i) λ(A) = λ(B);   (ii) r(A）=r(B); 

(iii)相似必等价； (iV)可同时对角化；

2)方阵 A 相似于对角形的充分必要条件：A 有 n 个线性无关的特征向量！（核心定理！）

(i)若 A 有 n 个互不相同特征值，则必可对角化；

(ii)若 A 的重根特征值的重数与其线性无关特征向量个数相同则可对角化；

(iii) k重特征值最多对应 k 个线性无关的特征向量；

k 个线性无关的特征向量至少对应 k 重特征值； （考点）
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10 二次型

1) 定理：实对称阵必正交相似于对角形 : P −1 AP = P 𝜏 AP = B; (P 𝜏 P = E);

实对称阵不同特征值的特征向量必正交；

2）二次型、标准形、规范形的定义；

二次型矩阵的定义：f = x 𝜏 Ax，A 是对称阵；二次型的秩等于其矩阵A的秩；

3) 矩阵的合同，合同变换；合同变换：C 𝜏 AC = B， C 可逆；

惯性定理：合同变换不改变二次型的惯性指数！ （考点）

4) 定理：必有正交变换 𝑃, 𝑥 = 𝑃𝑦,使得二次型化为标准形 （其中系数为 A的特征值）；

必有可逆变换 𝐶 , 𝑥 = 𝐶𝑦,使得二次型化为规范形！

** 利用正交变换得到的标准形中的系数是矩阵 A 的特征值；

5）熟悉利用配方法化二次型为规范形；
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11 正定二次型与正定矩阵

1) 定义：任给非零向量 x, f = x 𝜏 Ax > 0 ； A 则是正定矩阵；

2) 如何判别正定阵: (i)用定义； (ii) 用特征值全大于零；

(iii) 利用赫尔维兹定理：各阶主子式都为正。

12 向量空间（数一）

1）定义：对加法和数乘封闭的向量集合；

2）向量空间的基：极大无关组； 维数：极大无关组所含向量的个数；

3）坐标：基的线性表示 x = x1 𝛼1 + x 2 𝛼2 +. . . x n 𝛼n;

4）基的过渡矩阵 P：(𝛽1 , 𝛽2 , . . . 𝛽n ) = (𝛼1, 𝛼2 . . . 𝛼n )P; P = A−1 B ;

5) 坐标变换公式：（y1 , y2 . . . yn )𝜏 = P −1 (x1 , x 2 . . . x n )𝜏

经纬考研数学 www.jingweimath.com
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核心定理与结论：

1 定理：m × n 阶矩阵 A 的秩为 r  (A) ,  则 n 元齐次方程组 Ax=0 的解集 S 的秩为 n-r(A)!

或者 𝑟 𝐴 + 𝑟 𝑆 = 𝑛 ;

结论：若 A m×n B n×l = O, 则 𝑟 𝐴 + 𝑟 𝐵 ≤ n ;

2 定理：n 阶方阵 A 相似于对角形的充分必要条件是：A 有 n 个线性无关的特征向量。

推论：n 阶方阵 A 相似于对角形的充分必要条件是：A 的重根特征值次数等于对应特征向量的个数；

3 定理：实对称阵 A 必正交相似于对角形，且对角元素为其特征值，P 𝜏 AP = P −1 AP = Λ ;

推论：必存在正交变换 X=PY, 使得二次型 X 𝜏 AX 为标准形，且其系数对应A的特征值；

4 定理：可逆变换不改变二次型的惯性指数。

5 定理：对矩阵左（右）乘一个可逆阵相当于进行一系列初等行（列）变换；

结论：任何矩阵都可经过初等变换化为标准形：
E r O
O O

6 若向量组 A 可由向量组 B 线性表示，则 𝑟 𝐴 ≤ 𝑟 𝐵 ;

结论：向量组 A 与向量组 B 等价的充要条件是：𝑟 𝐴 = 𝑟 𝐵 = 𝑟 𝐴, 𝐵

7 若 𝐴x = λx, 则 λ 是 A 的特征值， x  是其相应的特征向量。
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1  记 𝐴 =

0 1
1 0

1 1
1 1

1 1
1 1

0 1
1 0

,   𝐴 𝑖𝑗 为 A的代数余子式，求 σ𝑖 =1
4 σ𝑗 =1

4 𝐴 𝑖𝑗

解：σ𝑖 =1
4 σ𝑗 =1

4 𝐴 𝑖𝑗 是所有代数余子式之和， 而 𝐴11 + 𝐴12 + 𝐴13 + 𝐴14 =

1 1
1 0

1 1
1 1

1 1
1 1

0 1
1 0

= −1;

𝐴 i1 + 𝐴 i2 + 𝐴 i3 + 𝐴 i4 相当于把第 i 行的四个数都换成 1 ， 最终结果为 -4经
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2 设 A 是 3 阶正交矩阵， |A|=2,若 |2A+B|=4, 求 |E +
1

2
𝐴𝐵 𝑇 |

解： |E+
1

2
𝐴𝐵 𝑇 |=|A𝐴𝑇 +

1

2
𝐴𝐵 𝑇 |=|

1

2
A(2𝐴𝑇 + 𝐵 𝑇 )|

=
1

8
|A||2𝐴𝑇 + 𝐵 𝑇 | =

1

4
|2𝐴 + 𝐵 | = 1
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3 已知 𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 , 𝑎4是3维列向量；记矩阵 A =(𝑎3 , 𝑎2 , 𝑎1), B=(𝑎1 + 2𝑎2 , 𝑎2 + 2𝑎4 , 𝑎4 )

C=(𝑎1 ,𝑎2 , 2𝑎3 − 𝑎4 + 𝑎2 ), 若 |𝐴| = 2, |𝐵 | = −8，求 |C|

解： |C|=|(𝑎1 , 𝑎2 , 2𝑎3 )| + |(𝑎1 , 𝑎2 , −𝑎4 )| + |(𝑎1 , 𝑎2 ,𝑎2 )|

= 2|𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 | − |𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎4|

|𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 | = −|𝐴| = −2; |B|=|𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎4 | + |2𝑎2 , 𝑎2 , 𝑎4 | + |2𝑎2 , 2𝑎4 , 𝑎4 |+|𝑎1 , 2𝑎4 , 𝑎4 |

所以：|𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎4 = 𝐵| = −8 ,      |C|=4;
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4 设 A 是元素全为 1 的 n 阶矩阵， (1) 求 𝑎𝐸 + 𝑏𝐴

（2）若 1 < 𝑟 𝑎𝐸 + 𝑏𝐴 < 𝑛 ,  确定 a,b 满足的条件；并求𝑊 = 𝑥 | 𝑎𝐸 + 𝑏𝐴 𝑥 = 0的维数

解 (1) 𝑎𝐸 + 𝑏𝐴 = (𝑎 + 𝑛𝑏）an−1 ;  

(2) 由题意，必须 (𝑎 + 𝑛𝑏）an−1 = 0; 若 𝑎 = 0 ,  则 𝑟 𝑎𝐸 + 𝑏𝐴 = 1, 矛盾，

所以 a ≠ 0, b ≠ 0, (𝑎 + 𝑛𝑏) = 0 ;  代入，易知 𝑟 𝑎𝐸 + 𝑏𝐴 = 𝑛 − 1

经纬数学 www.jingweimath.com
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5 A B分别是 𝑛 × 𝑚 和 𝑚 × 𝑛矩阵，证明 (1)：
𝐸𝑚 𝐵
𝐴 𝐸𝑛

= |𝐸𝑛 − 𝐴𝐵| = |𝐸𝑚 − 𝐵𝐴| ,  

(2) 设 λ≠ 0，证明： |𝜆E − 𝐴𝐵 | = |𝜆E − 𝐵𝐴|

证 :  (1)利用分块矩阵的乘法与变换：
𝐸𝑚 O
−𝐴 𝐸𝑛

𝐸𝑚 𝐵
𝐴 𝐸𝑛

=
𝐸𝑚 𝐵
O 𝐸𝑛 − AB

𝐸𝑚 𝐵
𝐴 𝐸𝑛

𝐸m O
−A 𝐸n

=
𝐸𝑚 − BA 𝐵

O 𝐸𝑛
两边同取行列式即证；

(2) 
E O

−𝐴 E
E 𝐵
𝐴 𝜆E

=
E 𝐵
O 𝜆E − AB

;      
E 𝐵
𝐴 𝜆E

E O

−
1

𝜆
𝐴 E =

E −
1

𝜆
B𝐴 𝐵

O 𝜆E

两边同取行列式即得证结论。
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例6 若 A 是 n 阶实方阵，证明： 𝐴𝑇 𝐴 = O, 则有 𝐴 = O

证明：记 A = (a1 , a 2 . . . . a n ); A𝜏 =
a1

𝜏

. . .
a n

𝜏
;   

易知 𝐴𝑇 𝐴 的主对角元为 a i
𝜏 a i = ||a|| ≥ 0; 只有 a i = 0 时才为零， 所以 A=O.

经纬考研数学： www.jingweimath.com
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例7 设 A是 n 阶可逆矩阵， A∗ 是 A 的伴随矩阵，（ i） 证明（A*)* = |𝐴|𝑛−2 𝐴

(i i) 求 r(A∗) 

证明：(i) AA∗=|A|E ;    𝐴A∗ = 𝐴 A∗ = ||𝐴|E| = |𝐴|𝑛 ;     所以 A∗ =|𝐴|𝑛−1

(A∗ )∗ A∗ = |A∗ |𝐸 = |𝐴|𝑛−1 E; (A∗ )∗ A∗ A = |𝐴|𝑛−1 A, 即 (A∗ )∗ |A| = |𝐴|𝑛−1 A 得证结论！

(i i) 当 A 可逆时，A* 也可逆，则 r(A∗)=n; 

当 |A|=0 时，若 r(A) < n-1, 则 A∗ =O，所以 r(A∗)=0;

若 𝑟 𝐴 = 𝑛 − 1, 𝐴A∗ = 𝑂， 则 𝑟 𝐴 + 𝑟(A∗ ) ≤ 𝑛, 𝑟 A∗ ≤ 1.

A∗ 中至少有一个非零元素， 所以 r(A∗)=1.
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8* 设向量组 𝑎1，𝑎2，𝑎3 线性无关，判定下列向量组的线性相关性：

1）𝑎1 + 𝑎2，𝑎2 + 𝑎3, 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 ;     2) 𝑎1 − 𝑎2 + 2𝑎3 , 𝑎2 − 𝑎3 ,2𝑎1 − 𝑎2 + 3𝑎3 ;

解：1)*第一步：先将题中的向量表示写成矩阵形式（这是关键步骤）：

(𝑎1 + 𝑎2，𝑎2 + 𝑎3, 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 ) = (𝑎1，𝑎2，𝑎3 )
1 0 1
1 1 1
0 1 1

第二步： 检验后面的数字矩阵 的行列式为1，则可逆；矩阵 (𝑎1，𝑎2，𝑎3 )

与矩阵（𝑎1 + 𝑎2，𝑎2 + 𝑎3, 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 ) 秩相同；所以 给定向量组的线性无关。

2)解法同上 :(𝑎1 − 𝑎2 + 2𝑎3 , 𝑎2 − 𝑎3 , 2𝑎1 −𝑎2 + 3𝑎3 ) = (𝑎1，𝑎2，𝑎3 ) −
1 0 2
1 1 −1
2 −1 3

因为后面的数字矩阵的行列式为 0 ，因此所给向量组的矩阵的秩小于3，所以线性相关。
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9 设 𝑎1 , 𝑎2 为两个线性无关的三维向量， 𝑏1 , 𝑏2是与 𝑎1 , 𝑎2 均正交的三维非零向量，

证明：(1) 𝑏1 , 𝑏2 线性相关； (2) 𝑎1 , 𝑎2 , 𝑏1线性无关。

证明：(1) 由题知，𝑎1
𝜏 𝑏1 = 𝑎1

𝜏 𝑏2 = 𝑎2
𝜏 𝑏1 = 𝑎2

𝜏 𝑏2 = 0, 即
𝑎1

𝜏

𝑎2
𝜏 (𝑏1 , 𝑏2 )=0，

r
𝑎1

𝜏

𝑎2
𝜏 + r(𝑏1 , 𝑏2 ) ≤ 3；而 r

𝑎1
𝜏

𝑎2
𝜏 = 2, 所以 r(𝑏1 , 𝑏2 )=1, 则 𝑏1 , 𝑏2线性相关。

(2) 取三个数 𝑘1 , 𝑘2 , 𝑘3 ,      使得 𝑘1 𝑎1 + 𝑘2 𝑎2 + 𝑘3 𝑏1 = 0；

两边同乘 𝑏1
𝜏 ,   得 𝑘3 𝑏1

𝜏 𝑏1 = 0； 因为 𝑏1为非零向量，所以 𝑘3 = 0；

代入，又因为 𝑎1 , 𝑎2 线性无关， 𝑘1 , 𝑘2 也必须为零，所以 ,  𝑎1 , 𝑎2 , 𝑏1线性无关。
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10 设 A是三阶非零矩阵，且满足 𝐴2 = 0, 若线性方程组 𝐴𝑥 = 𝑏 有解，

则其线性无关解向量个数为多少？

解：显然 |A|=0, 则 0<r(A)<3,     又 𝐴𝐴 = 0, 则 𝑟 𝐴 + 𝑟 𝐴 ≤ 3

（𝐴的列向量属于𝐴𝑥 = 0的解集𝑆; ） 所以必须 r(A)=1; 

则 𝐴𝑥 = 0 的解集有两个线性无关的向量（基础解系为§1，§2 ）

记 𝑦 ∗ 为 Ax = 𝑏 的解 ,  则 §1 +𝑦 ∗ , §2 + 𝑦 ∗ ,  𝑦 ∗ 线性无关；

任给 Ax=b 的一个解 y,  则 y − 𝑦 ∗ 是相应齐次组的解，可由其基础解系线性表示，

y − 𝑦 ∗ = k 1 §1 +k 2 §2 ;   由此可得 非齐次组的解都可由 则 §1 +𝑦 ∗ , §2 + 𝑦 ∗ ,  𝑦 ∗线性表示；

由此线性无关解向量个数为 3。

注：秩的概念只用于线性（向量）空间
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11 设 A 为 n 阶方阵，

问 (1) A 满足什么条件时，存在 n 阶方阵 B (不等于单位阵 E），使得 AB=A?                

（2）当 𝐴 =
1 2
2 4

时，求所有的方阵 𝐵 使得 𝐴𝐵 = 𝐴.

解：(1) 𝐴𝐵 = 𝐴, 即 𝐴 𝐵 − 𝐸 = 𝑂; 则只要 𝑟 𝐴 < 𝑛，𝐴𝑥 = 0 有非零解， 则 B 存在。

(B-E) 的列向量由方程组的解组成；

(2) 解 Ax=0, 可得 其基础解系为
−2
1

， 则 B=
−2k 1 + 1 −2k 2

k 1 k 2 + 1
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12 设 𝛼 =
1
1
1

为矩阵 A=
5 −1 −1
3 𝑎 −1
4 −2 𝑏

的一个特征向量；

(1)求常数 a,b 的值，以及 𝛼 所对应的特征值；

(2) A 是否可对角化？可以的话，对其进行对角化。

解：(1)* 因为 A𝛼 =
5 −1 −1
3 𝑎 −1
4 −2 𝑏

1
1
1

= 
3

𝑎 + 2
𝑏 + 2

， 又已知 𝛼 =
1
1
1

是A 的一个特征向量，

由定义 𝐴𝛼 = 𝜆𝛼， 则有：
3

𝑎 + 2
𝑏 + 2

=𝜆1

1
1
1

;   可得： 𝜆1 = 3，𝑎 = 𝑏 = 1;

(2) 由于 A已知，先求 A的特征值：可以利用特征方程的性质来求特征值：

设另外两个特征值为 𝜆2，𝜆3，则𝜆1 𝜆2 𝜆3 = |𝐴| =12，得 𝜆2 𝜆3 =4，

又 𝜆1 +𝜆2 +𝜆3 = 7， 得 𝜆2 + 𝜆3 =4，所以 𝜆2 = 𝜆3 = 2；

** 而 r(𝐴 − 2𝐸 ) = 2, 即(𝐴 − 2𝐸 )𝑥 = 0基础解系只含一个向量；由此可知 A 不可对角化。
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13 设矩阵 𝐴 =
1 −1 1
𝑥 4 𝑦

−3 −3 5

,  已知 A 有 3 个线性无关的特征向量；λ=2 是 A 的二重特征值。

求 𝑥 , 𝑦 以及可逆阵 P，使得 𝑃 −1 𝐴𝑃为对角型。

解：由题意知：𝜆1 = 𝜆2 = 2，又 𝜆1 +𝜆2 +𝜆3 = 10, 所以 𝜆3 = 6；

𝜆 = 2 是 A的二重特征值，且有两个线性无关的特征向量 ,  所以必须有 r(A-2E) =1

𝐴 − 2𝐸 =
−1 −1 1
𝑥 2 𝑦

−3 −3 3
→ 可得： 𝑥 = 2, 𝑦 = −2; (任意的 2 阶子式都为 0）

求特征向量：对λ1 = λ2 = 2， (𝐴 − 2𝐸 )𝑥 =
−1 −1 1
2 2 −2

−3 −3 3

x1

x 2

x 3

= 0 ;  得基础解系
−1
1
0

和
1
0
1

;    

对特征值 λ3 = 6， 𝐴 − 6𝐸 𝑥 = 0 得基础解系：
1

−2
3

，

则 可取 P =
−1
1
0

1
0
1

1
−2
3

,        P −1 𝐴𝑃 =Λ=
2
0
0

0
2
0

0
0
6

？
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14* 设 3 阶矩阵 A 的各行元素之和为 2，向量 𝛽1 = (1, −1,0）𝜏 ，𝛽2 = (0,1 − 1）𝜏

是线性方程组 Ax = 0 的两个解。

求 （1）A 的特征值和特征向量； （2）求正交阵 Q，使得𝑄 𝜏 𝐴𝑄 = 𝛬 .

解：记 𝐴 的三个列向量分别为：𝑎 𝑖 =

𝑎1𝑖

𝑎2𝑖

𝑎3𝑖

(i=1,2,3) ,  A = (𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 )

则各行元素之和意味着：𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 =
2
2
2

,  即 （𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 )
1
1
1

= 2
1
1
1

；

由此可得一个特征值 𝜆3 = 2，相应的特征向量为 𝛽3 =
1
1
1

；

又因为 𝛽1，𝛽2是 Ax=0的两个线性无关的解，由此也是特征值 0相应的特征向量，而且 0 是二重根；

由此可得三个特征值，0，0，2，以及三个特征向量 𝛽1, 𝛽2 , 𝛽3；

(2) 将 𝛽1, 𝛽2 , 𝛽3 单位正交化即可得 Q . . . . . .
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15 设 3 阶对称矩阵 A 的特征值为 1，2，-2，𝛼1 = (1, −1,1)𝜏 是 A 的属于𝜆1=1 的特征向量 ;  

记 𝐵 = 𝐴5 − 4𝐴3 + 𝐸； 验证：𝛼1 是 B 的特征向量， 并求 B 的全部特征值与特征向量。

解：由题意*，Aα1 = α1 ; 则 Bα1 = A5 α1 − 4A3 α1 + α1 = −2α1 ；

所以 α1是 B 的属于特征值 − 2 的特征向量；

∗ φ(λ) = λ5 − 4λ3 + 1 ;  所以 B 的特征值为：φ(1), φ(2), φ(−2）， 可得：-2，1，1；

根据定理，对称矩阵对应不同特征值的特征向量相互正交， 设矩阵 B 属于 1 的特征向量为 x,    

则有 x τ α1 =0,  即 𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3 =0; 可得其基础解系为：
−1
0
1

和
1
1
0

,  

所以，B 的全部特征向量为 k
1

−1
1

, 𝑘1

−1
0
1

,𝑘2

1
1
0

经纬考研数学：www.j ingweimath.com
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16* 已知二次型𝑓 (𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ) = (1 − 𝑎 )𝑥1
2 + (1 − 𝑎 )𝑥2

2 + 2𝑥3
2 + 2(1 + 𝑎 )𝑥1 𝑥2的秩为v2；

求：(1)a 的值； (2)求正交变换 𝑥 = 𝑄𝑦 , 把 𝑓 化成标准形； (3)求方程𝑓 (𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ) =0的解。

解：(1) 写出A的表示式：A =
1 − 𝑎 1 + 𝑎 0
1 + 𝑎 1 − 𝑎 0

0 0 2
,  利用 𝑟 𝐴 = 2 ,容易得出 𝑎 = 0 ;

(2) 求 |𝜆𝐸 − 𝐴| = 0, 得 A 的特征值为 0， 2，2；

对于 𝜆1 =0, 由 (A-𝜆1 E)=
1 1 0
1 1 0
0 0 2

,   可得对应的特征向量为 𝛼1 =
1

−1
0

；

对于重根 𝜆2,3 = 2，由于(𝐴 − 2𝐸 ) =
−1 1 0
1 −1 0
0 0 0

,可得对应特征向量𝛼2 =
1
1
0

，𝛼3 =
0
0
1

单位正交化可得：𝑞1 =

1

2

−
1

2

0

,𝑞2 =

1

2
1

2

0

, 𝑞3 = 
0
0
1

， 令矩阵 Q=(𝑞1 , 𝑞2 , 𝑞3 )
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则取正交变换 x=Qy，f = x τ Ax = y τ Λy = 2y2
2 +2y3

2 ;

(3) 由上， f = x τ Ax = y τ Λy = 2y2
2 +2y3

2 = 0， 得 𝑦2 = 0, 𝑦3 = 0

𝑥1

𝑥2

𝑥3

=

1

2

−
1

2

0

1

2
1

2

0

0
0
1

y1

y2

y3

; 则 𝑥1 =
1

2
y1 +

1

2
𝑦2 , 𝑥2 = −

1

2
y1 +

1

2
𝑦2；𝑥3 = 𝑦3 ;

可得：𝑥1 = −𝑥2，𝑥3 = 0 即为 f=0 的解。

或者利用配方法： f = x1
2 + x 2

2 + 2x 3
2 + 2x1 x 2 =(x1 + x 2 )2 +2x 3

2 =0,

则可得：𝑥1 = −𝑥2，𝑥3 = 0；

经纬数学 www.jingweimath.com
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17  设 A = E − 3αα τ ,  其中 α 是个三维列向量，且 ατ α=1，则 A 是否可逆？是否正定阵？

解（法1)* A是对称阵；考察 矩阵 αατ 的特征值：因为 r(αα τ )=1, 所以最多只有一个非零特征值；

又其主对角线元素之和为 ατ α=1，所以 αατ 的特征值为 1，0，0；由此 A= E − 3αα τ 的

特征值 为 -2，1，1，所以 A可逆，但不是正定阵。

（法2）因为 A − E＝－3α ατ ；存在正交阵Ｐ，使得 Ｐ𝜏 (A − E)P =
−3

0
0

,  

* 易知 A 的特征值为 -2，1，1；A 可逆，但不是正定阵。

（法3）若 A 不可逆，则 (E − 3αατ )x = 0 有非零解， 取一个解 y；

即 (E − 3α ατ )y = Ey − 3αατ y =0； 显然 ατ y ≠ 0； 同乘 α τ ；α τ y − 3αα τ y＝０，矛盾。

* 取非零向量 α，α τ (E − 3αα τ )α = α𝜏 α − 3α 𝜏 αα𝜏 α = 1 − 3 = −2 ；所以 A不是正定。
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18 设 A是三阶实对称阵，满足 A3 + A2 + A = 3E，若 kA + E 是正定阵，则 k 的取值范围？

解：由题*，A 的特征值满足方程 λ3 + λ2 + λ − 3 = 0； (λ − 1)(λ2 + 2λ + 3) = 0;

因为实对称阵的特征值为实数，所以 A 的特征值为 1，1，1；

若 KA+E 是正定阵，则 k>-1 即可。
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19：已知矩阵 A=
1 1 −2
1 −2 1

−2 1 1
与 二次型 x τ Bx = 3x1

2 + ax 3
2 的矩阵 B 合同，

则 a 的取值范围？

解：先求 | λE − A| = 0, 得 A 的三个特征值：0，3，-3；

而 合同变换不改变惯性指数， 因此 a < 0; 

19’二次型 x1
2 + 2x 2

2 + 3x 3
2 + 2ax1 x 3 + 4x 2 x 3 的标准形*不能是：

A. 3y1
2 + 2y2

2 ; B. 2y1
2 − 5y2

2 ;    C. y1
2 + y2

2 + y3
2 ;      D. y1

2 + y2
2 − 5y 3

2

解： A=
1 0 a
0 2 2
a 2 3

, |A| = 1 − a2 ,   当 a ≠ 1, −1， 时， A, B 不正确；

a=1,a=-1 时， A 是正定阵，所以 B 不正确。

注：标准形并没有要求平方项系数是特征值；但标准形之间的惯性指数相同。

经
纬

数
学

www.jingweimath.com



20 设矩阵 A 是 n 阶实对称阵，且 A2 = A， r(A)=r (0<r<n);  证明(1) E+A是正定矩阵；

(2) 计算 |E+A+A2+...+Ak |

解 (1)* 利用定义证明正定：任给非零向量 x , 

x 𝜏 (E + A)x = x 𝜏 x + x 𝜏 A2 x = x 𝜏 x + (Ax)𝜏 Ax > 0 ; 二次型正定，所以 A 正定；

(2) 矩阵方程 A2 = A，则 A 的特征值满足 λ2 − λ = 0； A 的特征值只可能是 0，或 1；

由 r(A)=r (0<r<n)， 则 1 是 A 的 r 重根特征值；

存在可逆阵 P； P −1 AP = Λ (主对角元有 r 个 1，其余为 0）

|E+A+A2+...+Ak | = |P −1(E+A+A2+...+Ak )P| = |E + Λ+…+Λ |=(1 + k)r
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21 已知二次型 𝑓 (𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ) = 2𝑥1
2 + 𝑎𝑥3

2 + 2𝑥2 𝑥3 经正交变换可化为标准形

𝑦1
2 + 𝑏𝑦2

2 − 𝑦3
2 ,    求 a, b的值？

解：正交变换不改变特征值（以及标准形），后一个二次型矩阵的特征值为 1，b,-1；

前一个二次型的矩阵为 A =
2 0 0
0 0 1
0 1 a

；|λE − A| = (λ − 2)(λ2 − aλ − 1) ;  

分析得知：b=2, a=0.

经
纬

数
学

www.jingweimath.com



22 已知二次型𝑓 (𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ) = 𝑎 𝑥1
2 + 𝑎 𝑥2

2 + 𝑎 𝑥3
2 + 2𝑥1 𝑥2 + 2𝑥1 𝑥3 − 2𝑥2 𝑥3 的

规范形为 𝑦1
2 + 𝑦2

2 ;   （1）求 a 的值； (2) 利用正交变换将 𝑓 化为标准形

解：(1)先写出二次型矩阵 A =
a 1 1
1 a −1
1 −1 a

, 由题，正惯性指数为 2 ， 因此 A 有零根特征值；

𝐴 = 2 − 𝑎 （𝑎 + 1)2 = 0 ,  𝑎 = 2, 或者 𝑎 = −1，舍去， 因为 tr(A)=-3, 与 A 无负特征值矛盾。

(2) a=2 时，解 | λE − A| = 0 ,  得 A 的特征值为 0，3，3；分别带入 （𝜆𝐸 − 𝐴）𝑥 = 0

对应 0 特征值的特征向量为 𝛼1 =

−1

3
1

3
1

3

； 对应 3 的特征向量为 𝛽1 =
1
1
0

，𝛽2 =
1
0
1

施密特正交化，可得 𝛼2 =

2

2

2

2

0

;  𝛼3 =

6

6

−
6

6

6

3

,   正交变换 x=Py, P=(𝛼1 𝛼2 𝛼3 ),  标准形：3𝑦2
2 + 3𝑦3

2 ;  
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23* 三元二次型的矩阵 A 满足 𝐴2 − 2𝐴 = 0, 且 𝛼1 = (0,1,1)𝜏 是 Ax =0的基础解系；

(1) 求 二次型𝑓 (𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 )的表达式；

(2)若二次型𝑥 𝜏 (𝐴 + 𝑘𝐸 )𝑥 的规范形为 𝑦1
2 +𝑦2

2 − 𝑦3
2 ， 求 k 的值。

解：(1) 由 𝐴2 − 2𝐴 = 0可知，A 的特征值为 0 或 2；又由 𝛼1 是 Ax=0的基础解系，则 r(A)=2，

且 0是 A 的单特征值；由此 A 的特征值为：0，2，2；

或者：𝐴𝐴 = 2𝐴 , 𝐴(𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 ) = 2(𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 ),  A𝑎 𝑖 = 2𝑎 𝑖 ,由此 𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 都是相应于 2 的

特征向量，但 r(A)=2, 所以只有两个向量线性无关，则 2 是二重根；

设(𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ) 𝜏 为A 的属于 2 的特征向量，与 𝛼1 正交，得： , 𝑥2 +𝑥3 =0，可得

𝛼2 = (1,0,0) 𝜏 ,  𝛼3 = (0, −1,1) 𝜏 是特征值 2 的特征向量，取P=(𝛼1 ,𝛼2 ,𝛼3 )，可求得

𝐴 = 𝑃𝛬 𝑃 −1 =
2 0 0
0 1 −1
0 −1 1

；

（2)A+kE的特征值为 k,k+2,k+2, 对应规范形 𝑦1
2 + 𝑦2

2 − 𝑦3
2 ； 惯性指数：两正一负； 所以 -2<k<0.

经
纬

数
学

www.jingweimath.com



24 A 是n 阶矩阵，且满足 𝐴2 + 2𝐴 = 3𝐸

(1) 证明 r(A-E)+r(A+3E)= n ;   (2) A 可对角化； (3) 如果 r(A-E)= r, 求行列式 |A+E| 

证明：(1) 已知 r(A-E)=r(E-A);  则 r(A-E)+r(A+3E)=r(E-A)+r(A+3E)≥r(E-A+A+3E) =n; 

又由条件得：(A-E)(A+3E) = 0, 因此，r(A-E)+r(A+3E)≤ n ，结合起来可得 （1）。

(2) 对角化：只需证明 A 有 n 个线性无关的特征向量； 不妨设 r(A-E)=r,  

由 (𝐴 − 𝐸 )(𝐴 + 3𝐸 ) = 0, 则(A+3E) 的列向量都是相应于λ1 = 1的特征向量

由结论 (1) 知：r(𝐴 + 3𝐸 ) = 𝑛 − 𝑟 ,   所以有 𝑛 − 𝑟 个线性无关的向量；

同理，因为(A+3E)(A-E)=0, 可得，相应于 𝜆2 = −3的特征向量个数为 r ，

合在一起可得 A 有 n 个线性无关的特征向量，所以可对角化！

(3)因为 r(A-E)= r 则在对角形注对角线上有 (n-r) 个1 和 r 个 -3， 容易得 |A+E|=(−1) 𝑟 2𝑛 .
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25 设 3 阶矩阵 A 满足： 𝐴3 − 𝐴2 − 2𝐴 = 0, 且 A 不可对角化，

问如下那个组合不可能是 A 的特征值“

(1) 2,2,-1         (2) -1, -1, 2;        (3) 2, 0, -1           (4) 2,2, 2.

解：由 A 满足的矩阵方程知， A 的特征值满足 λ3 − λ2 − 2λ = 0 ;  

则 A 的特征值只能在集合 {0,-1,2}中， 又 A 不可对角化，所以 (3) 不可能。
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26  已知 3 阶矩阵满足：𝐴2 = 2𝐴，且 r(A)=2，证明 A 可对角化。

证：方法1：由𝐴2 = 2𝐴，得 A的可能特征值为 0 和 2；

又因 r(A)=2, 所以 Ax=0 有非零解，由此 A 对应于特征值 λ=0 有一个特征向量；

又 (A- 2E)A=0;  知 r(A-2E)+r(A) ≤3, 所以 r(A-2E)=1,  （ A ≠ 2E) ，

则 (A-2E)x=0 有非零解，且基础解系含有 2 个向量，由此 对应于 λ=2 有两个特征向量，

合起来：3 阶阵A有三个线性无关特征向量，所以可以对角化。

方法2：因为 r(A) =2，则 Ax =0 基础解系有一个非零向量，所以 对应于 λ=0有一个特征向量；

设 A=(𝑎1 , 𝑎2, 𝑎3 ),  不妨设 𝑎1 , 𝑎2线性无关，由𝐴2 = 2𝐴，可得：A(𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 )=2(𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 )

即：𝐴𝑎1 = 2𝑎1 , 𝐴𝑎2 = 2𝑎2 ;      由此可得对应于 λ=2 有两个线性无关特征向量。所以 A可对角化。

注：矩阵可对角化的充分必要条件：有 n 个线性无关的特征向量！
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27 设 A 是三阶矩阵，𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3是 3 维线性无关的向量，且：

𝐴𝛼1 = 𝛼1 − 𝛼2 + 2𝛼3 , 𝐴𝛼2 = 𝛼1 +3𝛼2 −2𝛼3 , 𝐴𝛼3 = 𝛼3

(1）A 是否可对角化： (2) 求 (A-E)的秩。

解： (1) （这类问题基本都是先将向量形式化为矩阵形式。）由题知：

A(𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3 )=(𝐴𝛼1, 𝐴𝛼2 ,𝐴𝛼3 )=(𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3 )
1 1 0

−1 3 0
2 −2 1

,   记 B=
1 1 0

−1 3 0
2 −2 1

由于 𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3线性无关，记 𝑃 = (𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3 ) ,  则 𝑃 −1 AP=B,,

由此矩阵 A 和 B 相似，可同时对角化。

* B的特征值是 1，2，2，对重根 2， 由于 𝑟 𝐵 − 2𝐸 = 2 ,   

因此没有两个线性无关的特征值，则 B 不可对角化，由此 A 也不可对角化。

(2) r(A-E)=r(B-E)=2.
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28 设 A是3 阶矩阵， r(A)=1,则对特征值 λ=0，如下正确的是（ ）

(1) 必是 A 的 二重特征根 (2) 至少是 A 的二重特征根

(3) 最多是 A 的二重特征根； (4) 可能是 A 的一，二，三重特征根

解** ：由 r(A)=1, 知 A的所有2阶子式以及行列式都为0，所以：

| λE-A|= 𝜆3 −(𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎33) 𝜆2 =0，则有 λ=0,0, 以及 λ=𝑎11 + 𝑎22 + 𝑎33。答案（2）

或者：对应 0 特征值的特征方程为 Ax=0; 若 0 时单根，则只对应一个线性无关的特征向量，

则 r(A)=2, 与题意矛盾。所以 0 至少 二重根。

经纬数学 www.jingweimath.com
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29 A 为 2 阶矩阵，𝛼 与 𝛽 是 A 的两个实特征向量，且 ||𝛼 + 𝛽 || = ||𝛼 − 𝛽 || ,  则 （ ）

A. r(A)=1;     B.  r(A)=2;      C.  A 必相似于对角形； D. A 必与单位阵合同

解：||𝛼 + 𝛽 || = （𝛼 + 𝛽)𝜏 (𝛼 + 𝛽 ) = 𝛼 𝜏 𝛼 + 2𝛼 𝜏 𝛽 + 𝛽 𝜏 𝛽 ;

||𝛼 − 𝛽 || = （𝛼 − 𝛽)𝜏 (𝛼 − 𝛽 ) = 𝛼 𝜏 𝛼 − 2𝛼 𝜏 𝛽 + 𝛽 𝜏 ;  

由此可得 𝛼 𝜏 𝛽 = 0, 则 𝛼 与 𝛽 正交，因此线性无关；

二阶矩阵有两个线性无关的特征向量，所以必相似于对角形！ C 正确。
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30 设 A为3 阶矩阵，𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3 是 3 维非零向量，其中 𝐴𝛼1 = 𝛼2 , 𝐴𝛼2 = 𝛼3 , 𝐴𝛼3 = 0

(1) 验证 𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3线性无关； (2) 求矩阵 A 的特征值和特征向量

证明：(1)利用定义：设 𝑘1 𝛼1 + 𝑘2 𝛼2 + 𝑘3 𝛼3 = 0,

两边乘 𝐴 得：𝑘1 𝛼2 + 𝑘2 𝛼3 =0，再乘 A，即可知 只有 𝑘1，𝑘2，𝑘3都为 0 时上式才成立，

所以 𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3线性无关；

(2) 因为 A( 𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3 )=( 𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3 )
0 0 0
1 0 0
0 1 0

,  

所以 A的特征值与这个数字矩阵的相同：0，0，0

对应的特征向量为 𝛼3 因为 r(A)=2 ，所以只有一个线性无关特征向量。 （此题可用于反例）
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31 已知 A 是 3 阶矩阵，𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3 是三维线性无关的列向量，若

A𝛼1=𝛼1+𝛼2 , 𝐴𝛼2 = 𝛼1 + 𝛼3 , 𝐴𝛼3 = 𝛼1 − 2𝛼2 + 3𝛼3 , 求 |𝐴∗ |

解： 由上面式子可得： A (𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3 ) = (𝛼1 + 𝛼2 ,𝛼1 + 𝛼3 , 𝛼1 − 2𝛼2 + 3𝛼3 )

=(𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3 )
1 1 1
1 0 −2
0 1 3

,  记 P=(𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3 );   B=
1 1 1
1 0 −2
0 1 3

则 AP = PB ;  |A||P|=|P||B|;由题意知，矩阵 P 是可逆的，

所以 |A|=|B|=-4,  由此 |𝐴∗ | = |𝐴|2 = 16.
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32 设 A为 m× 𝑛 阶矩阵，则 m<n 是方程 𝐴𝜏 Ax = 0 有非零解的（ ）。

(A) 充分非必要条件 (B) 必要非充分条件 (C) 充分必要条件 (D)即非充分也非必要

解：有非零解的充分必要条件是 r(𝐴𝜏 A) < n ;  

而 r(𝐴𝜏 A) = r(A) ; m < n 只是 𝑟 𝐴 < 𝑛 的一个充分条件！A 正确。
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33 n 阶矩阵 A 和 B 具有相同特征值是 A与 B 相似的 （ ）条件？

1 充分必要 2 必要非充分 3 充分非必要 4 既非充分也非必要

解： （2）必要非充分；

即：即使 A, B 有相同的特征值也不见得相似；但是特征值不同则肯定不相似！
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34 设 a, b 是三位单位正交列向量，则二次型 f = x 𝜏 (2aa𝜏 + bb𝜏 )x 的规范形为 （ ）

A. y1
2 + y2

2 ;     B. y1
2 − y2

2； C.y1
2 + y2

2 − y3
2 ;    D. y1

2 − y2
2 − y3

2 ;   

解：首先 r(2aa𝜏 + bb𝜏 ) ≤ r(2aa𝜏 ) + r(bb𝜏 ) = 2; 所以 C， D都不对；

又 (2aa𝜏 + bb𝜏 )a = 2a; 以及 (2aa𝜏 + bb𝜏 )b = b,

所以 二次型矩阵特征值为 1， 2； 因此 A正确。
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35 对 n 阶矩阵 A 和 B，下列正确的是 （ ）

1 若 A 和 B 有相同的特征值，则 A 和 B 相似；

2  A 的特征值中非零特征值的个数与 A 的秩相等

3 若 A =𝛼𝛽 𝜏 ,  𝛼，𝛽为列向量，则 A 相似于对角形；

4 若 A 可对角化，且 A 和 B 相似，则 A,B 与同一对角阵相似。

解：1 具有相同特征值只是相似的必要条件；

2 反例 A =
2 1 0
0 2 0
0 0 0

(加上非零特征值互不相同）

3 显然不一定

4 正确。 相似矩阵同时可对角化，且相似于同一对角形！
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36 设三元二次型 𝑓 = 𝑥 𝜏 𝐴𝑥 经正交变换得标准形：𝑦1
2 − 3𝑦2

2 , 若 𝛼 =
1
2
3

和 β =
−1
1
0

分别是 (𝐴 − 𝐸 )𝑥 = 0, 和 (3𝐸 + 𝐴)𝑥 = 0的解，求 𝐴𝑥 = 0 的解，以及 |𝐴 + 2𝐸 | =?

解：因为是正交变换，所以标准形的系数即是二次型的矩阵A 的特征值，1，-3，0；

而 𝛼 和 β 恰好分别是矩阵对应于特征值 1 和-3 的特征向量；

Ax=0 的解即是 A 的关于特征值 0 的特征向量，设为 x =

𝑥1

𝑥2

𝑥3

,  

由于对称矩阵 A 的不同 特征向量两两正交，得 𝑥1 +2𝑥2 + 3𝑥3 = 0, −𝑥1 + 𝑥2 = 0, 解得：x=
1
1

−1
；

矩阵( A+2E)的特征值是 3，-1，2， |A+2E|=-6
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37 设 𝐴 =
1 2 1
0 1 𝑎
1 𝑎 0

,  B 是 3 阶非零矩阵 且 BA=0；

求 (1) 矩阵 B； (2)若 B 的第一列是 (1,2, −3) 𝜏 时 ,  求 (𝐵 − 𝐸 )4

解：(1)先求出参数 a.  由 BA=0 且 B非零，则必须 |A|=0, 可得 a=1

由 𝐴𝜏 𝐵 𝜏 = 0, 则𝐵 𝜏 的列向量属于方程组 𝐴𝜏 x=0 的解集。求解这个线性方程组，可得基础解系为：

ξ = 𝑘
−1
1
1

；则 𝐵 𝜏 =

−𝑘1 −𝑘2 −𝑘3

𝑘1 𝑘2 𝑘3

𝑘1 𝑘2 𝑘3

. . . . . .B=

−𝑘1 𝑘1 𝑘1

−𝑘2 𝑘2 𝑘2

−𝑘3 𝑘3 𝑘3

(2)若 B 的第一列如题所示，则 B=
1 −1 −1
2 −2 −2

−3 3 3
； 求 B 的特征值：由于 r(B)=1,可知 B 至少有

两个特征值为 0 ,而 B 的迹为2，所以 ,B 的特征值为：0，0，2；而且对应于 0 特征值有两个特征向量，

因此 B 可对角化。存在可逆阵 P,使得 𝑃 −1 𝐵𝑃 =
0

0
2

,  𝑃 −1 (𝐵 − 𝐸 )𝑃 =𝑃 −1
−1

−1
1

𝑃 ;  

则可得 (𝐵 − 𝐸 ) 4 =E
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38 设 A为3 阶实对称阵，𝐴
1 2
0 1
2 −1

=
2 −2
0 −1
4 1

,  且 矩阵 (A+3E) 不可逆，

(1)求 A 的特征值和特征向量；并求正交矩阵 Q,使得 𝑄 𝜏 𝐴𝑄 = 𝛬

(2) 若二次型 𝑥 𝜏 (𝐴 + 𝑘𝐸 )𝑥的规范形为 𝑦1
2 + 𝑦2

2 − 𝑦3
2 ,  求 k ？

解：由题可知 𝐴
1
0
2

=
2
0
4

= 2
1
0
2

， 𝐴
2
1

−1
=

−2
−1
1

= −
2
1

−1
，所以 A的特征值为 2， -1

对应是特征向量分别为 𝛼1 =
1
0
2

和 𝛼2 =
2
1

−1
； 又|A+3E|=0, 所以，-3 是 A 的另一个特征值；

设其特征向量为𝛼3 =

𝑥1

𝑥2

𝑥3

, 𝛼3 与𝛼1，𝛼2 正交，𝛼1
𝜏 𝛼3 = 0， 𝛼2

𝜏 𝛼3 = 0，可解得：𝛼3 =
−2
5
1

.

--正交阵 Q：显然𝛼1 ，𝛼2，𝛼3 已经正交，所以单位化它们即可得Q.

(2) 因为二次型𝑥 𝜏 (𝐴 + 𝑘𝐸 )𝑥 的特征值为 2+k, k-1,k-3, 所以只要 1<k<3即可。
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39* 设向量组 𝛼1 = (𝑎 , 2 ,1) 𝜏 ,  𝛼 2 = (−2,3,2) 𝜏 ,𝛼 3 = (−1,1,0) 𝜏 , 𝛽 = (1, 𝑏 , 𝑐 ) 𝜏

问当 a,b,c 满足什么条件时： (1)  β 可由 α1 ，α 2 ，α 3 唯一线性表示；

(2) β 不能由 α1 ，α 2 ，α 3 线性表示；

(3)  β 可由 α1 ，α 2 ，α 3 线性表示，但表示式不唯一；并求出表达式。

解：这实际上是一个方程组解的问题：若能表示，意味着存在 3 个数 x1 , x 2 , 𝑥 3

使得 𝑥1 𝛼1 + 𝑥 2 𝛼 2 + 𝑥 3 𝛼 3 = 𝛽 ， 也即方程组 (𝛼1 , 𝛼 2 , 𝛼 3 )

𝑥1

𝑥 2

𝑥 3

=𝛽 有解 r(A)=r(A,b)

由此，(1)  唯一线性表示，即 |A|≠0 ；解得 𝑎 ≠−
3

2
;           当 𝑎 = −

3

2
时则可产生后两种情形。

(2)  将𝑎 = −
3

2
代入增广矩阵 (A,b)  =

−
3

2
−2 −1

2 3 1
1 2 0

1
𝑏
𝑐

,   化简可得 :    c -2b ≠ 2 时，不能线性表示

(3)*  c-2b=2 时，表示式不唯一；

求表达式则是求出非齐次线性方程组的解（留给读者解答）。重点例题（基本功）
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解答：
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40 已知齐次线性方程组 (I) ቐ

a 11 x1 +a12 x 2 + a13 x 3 +a14 x 4 = 0
a 21 x1 +a 22 x 2 + a 23 x 3 +a 24 x 4 = 0
a 31 x1 +a 32 x 2 + a 33 x 3 +a 34 x 4 = 0

的通解为 :  k 1

1
2
1

−1

+ k 2

2
0
0
2

,     

求方程组 (II) 

a 11 x1 +a12 x 2 + a13 x 3 +a14 x 4 = 0
a 21 x1 +a 22 x 2 + a 23 x 3 +a 24 x 4 = 0
a 31 x1 +a 32 x 2 + a 33 x 3 +a 34 x 4 = 0

x1 + 2x 2 − x 3 + x 4 = 0

的通解。

解：解析：由题意，满足（ I I）的解一定满足 (I) ,  显然 (I)的解集包含了(II)的 ,  (II)的解是(I)的一部分

取决于 k 1 , k 2 的取值。 [(II )中的最后一个方程相当于加了一个条件；]

所以，将（ I )的通解代入 (I I )中，得到𝑘1，𝑘 2 的值即可。

代入 (II)的最后一个方程，可得 3𝑘1 + 4𝑘2 = 0, 𝑘2 = −
3

4
𝑘1 ,  则有 (II)的通解为：

𝑘1

1
2
1

−1

+ 𝑘2

2
0
0
2

= k 1

−1

2

2
1

−5

2
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41 设 4 元齐次线性方程组 (I) ቊ
𝑥1 + 𝑥2 = 0
𝑥2 − 𝑥4 = 0

， 以及齐次方程 (II)的通解为：

𝑘1

0
1
1
0

+ 𝑘2

−1
2
2
1

， 问方程组 （I) 和 (II) 是否有非零公共解？若有，则求出。

解：若两个方程组有公共解，则(II)的通解代入 (I)应该成立 (存在某个𝑘1 , 𝑘2 )。

ቊ
−𝑘2 + 𝑘1 + 2𝑘2 = 0
𝑘1 + 2𝑘2 − 𝑘2 = 0， 得 𝑘1 = −𝑘2， 则向量 k

−1
1
1
1

是两个方程组的公共解。
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42* 已知 线性方程组：ቐ

𝑥1 + 𝛼 𝑥2 + 𝛽 𝑥3 + 𝑥4 = 0
2𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 2𝑥4 = 0

3𝑥1 + (2 − 𝛼 )𝑥2 + (2 + 𝛽)𝑥3 + 4𝑥4 = 1

且 (1, −1,1, −1)𝜏是该方程组的一个解，

求 (1) 方程组的通解； (2) 该方程组满足 𝑥1=𝑥3 的全部解。

解：将 解(1, −1,1, −1)𝜏 代入方程组，可求得 𝛼 = 𝛽 = 1; 再代回方程组可得通解为：

𝑥 = 𝑘(−2,1, −1,2)𝜏 +(0, −
1

2
,

1

2
, 0)𝜏 ;   （特解？）

(2) 求满足 𝑥1 =𝑥3 这个条件的解，即把通解中的相关项代入这个方程，求出具体的 k 值。

即： -2k =-k+
1

2
,  k  =-

1

2
,  代入通解的式子即得满足条件 的解：(1, −1,1, −1)𝜏
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43 设 3 阶矩阵 A，B满足 A2 = 2AB + E, A−1 的特征值为 1, 1, ½, 求 |AB-BA+2A| 

解：对 A2 = 2AB + E 左乘 A−1，右乘 A， 得 A2 = 2BA + E ,  所以 AB=BA；

𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 + 2𝐴 = |2A| = 8 × 1 × 1 × 2 = 16.

43’ 设 A 是 n 阶矩阵，且 (𝐴 + 𝐸 )2 = 0，验证 A 是可逆的。

证明：方法一：(𝐴 + 𝐸 )2 =𝐴2 + 2𝐴 + 𝐸 = 0, 𝐴(𝐴 + 2𝐸 ) = −𝐸 ,所以 |A|≠0， 则可逆。

方法二：由 A2 + 2A + E = 0，知 A 的特征值为只能 为 -1，由此 A 是可逆的。
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44 设 𝛼 = (−1,0,1) 𝜏 ,  矩阵 A = 𝛼 𝛼 𝜏 ,  求 |𝑎𝐸 − 𝐴𝑛 | =?

解：因为 𝛂𝛕 𝛂 = 2，所以 A2 = 𝛼 𝜶𝝉 𝜶𝛼 𝜏 = 2𝛼 𝛼 𝜏

𝐴𝑛 = 2𝑛 −1 𝛼 𝛼 𝜏 =2𝑛 −1
−1
0
1

−1 0 1 = 2𝑛 −1
1 0 −1
0 0 0

−1 0 1

由此可得： |𝑎𝐸 − 𝐴𝑛 |=
𝑎 − 2𝑛 −1 0 −2𝑛 −1

0 𝑎 0
−2𝑛 −1 0 𝑎 − 2𝑛 −1

= 𝑎 2 (𝑎 − 2𝑛 )；

或者*：因为 𝑨𝜶 = 𝜶𝜶 𝝉 𝜶 = 𝟐𝜶, 所以 A 的非零特征值为 2 ，而 r(A)=1, 则 A 的其余特征值均为 0；

A 为对称阵，存在正交阵 P， 使得 P −1 AP =
2 0 0
0 0 0
0 0 0

,  P −1 An P =
2n 0 0
0 0 0
0 0 0

;  

|𝑎𝐸 − 𝐴𝑛 | = | P −1 (𝑎𝐸 − 𝐴𝑛 )P|=
a − 2n 0 0

0 a 0
0 0 a

= 𝑎 2 (𝑎 − 2𝑛 ) .  
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45 设 3 阶矩阵 A 与三维向量 x ，使得 𝑥 , 𝐴𝑥, A2 x 线性无关，且 𝐴3 𝑥 = 2𝐴𝑥 − 𝐴2 𝑥 ;

记 𝑃 = (𝑥 , 𝐴𝑥, A2 𝑥 )求 3 阶矩阵 B，使得 𝑃 −1 𝐴𝑃=B;  并求 |A+E|

解：AP= A(x,Ax,𝐴2 𝑥 )=(Ax,𝐴2 𝑥 , 𝐴3 𝑥 ) = (𝐴𝑥, 𝐴2 𝑥 , 2𝐴𝑥 − 𝐴2 𝑥 )

= (𝑥 , 𝐴𝑋, 𝐴2 𝑥 )
0 0 0
1 0 2
0 1 −1

， 记 B=
0 0 0
1 0 2
0 1 −1

;     则 𝑃 −1 𝐴𝑃=B；

|A+E|=|𝑃 −1 (𝐴 + 𝐸 )𝑃| = |B+E|=-2
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46 设矩阵 𝐴 = (𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 , 𝑎4 ) ,若 𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 线性无关，且 𝑎1 +𝑎2 = 𝑎3 +𝑎4

则方程组 𝐴𝑥 = 𝑎1 +4𝑎4 的通解为：

解：由 𝑎1，𝑎2，𝑎3线性无关可知， Ax=0 基础解系只有一个自由变量；

𝑎1 +𝑎2 = 𝑎3 +𝑎4 可以写成 (𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3 , 𝑎4 )

1
1

−1
−1

=0 ;  

由此可得 §=

1
1

−1
−1

是齐次方程组 Ax=0 的基础解系；

由 𝐴𝑥 = 𝑎1 +4𝑎4可知， y*= 

1
0
0
4

为其一个特解

非齐次方程组的通解=齐通+非齐特：k§+y
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47* 设 A = (a1 , a 2 , a 3 , a 4 ) 是四阶矩阵，方程组 Ax = b 的通解为：

1
1

−2
−1

+ k

1
2
3
0

B = (a 3 , a 2 , a1 , b + a 4 ), 𝜌 = a1 − a 2 + 2a 3

验证 (i) a1 能否由 a 2 , a 3 线性表示？ (2) 求 Bx=𝜌 的通解。

解 (i)* 由题意：(a1 , a 2 , a 3 , a 4 )

1
2
3
0

=0， 则有 a1 + 2a 2 + 3a 3 = 0， 所以 (i)  成立。

(ii)  由 (a1 , a 2 , a 3 , a 4 )

1
1

−2
−1

= b ,  即 a1 + a 2 − 2a 3 − a 4 = b ;   则 B= (a 3 , a 2 , a1 , a1 +a 2 − 2a 3 )

先求 Bx=0 的通解：由 r(A)=3, 且 B的列向量由 线性相关的 a1 , a 2 , a 3 生成，则 r(B)=2.

**观察可得 Bx=0 的两个基础解系向量：ξ1 =

3
2
1
0

，ξ2 =

2
−1
−1
1

， 非特解：η=

2
−1
1
0
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48 设 A 为 n 阶方阵，证明存在正整数N,使得当 M>N时都有 r(𝐴𝑀 ) = r(𝐴𝑁 )

证：由矩阵秩的性质知：对任给正整数 K 都有 r(𝐴𝐾+1 ) ≤ r(𝐴𝐾 ) ;

所以 {r(𝐴𝐾 )}是一个单减数列，且下界大于等于零，因此有极限，最终会是某个正整数

（不妨设为 𝐶 )，

则当 M> 𝑁 时，有 r(𝐴𝑀 ) = r(𝐴𝑁 = 𝐶。

注 :(1) 若 A 可逆，则显然成立，N=1；

(2) 若 A  可对角化，N=1;

（3）所以只需要证明 A 不可逆的情形，即 A 有 0 特征值，且为重根的情形；

如果熟悉若当型，则很容易得证。
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49 设 A 为 n 阶幂零矩阵，B 为 n 阶方阵，且 AB+BA=B, 求证 B=O

证：A为幂零阵，则存在正整数 k, 使得 𝐴𝑘 = O,

又 𝐴𝐵 = 𝐵 𝐸 − 𝐴 ,可得 O = 𝐴𝑘 𝐵 = 𝐴𝑘 −1 A𝐵 = 𝐴𝑘 −1 B(𝐸 − 𝐴) = 𝐴𝑘−2 B(E − A)2= 𝐵 (𝐸 − 𝐴)𝑘 ,   

对幂零矩阵 A，(E-A )是可逆阵， 所以 B=O.

幂零矩阵只有零特征值。
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50 3 阶矩阵满足 A2 − 2A = 3, 且 𝐴 + 2𝐸 =25, 求
O 3A−1 + A∗

1

2
A𝜏 A

解：由 A2 − 2A = 3 可知 A 的特征值是 3 和 -1 的组合；

矩阵 （A+2E）的特征值是 5 和 1 的组合；

由 𝐴 + 2𝐸 =25 可知 A的特征值为 3，3，-1；

O 3A−1 + A∗

1

2
A𝜏 A

= （ − 1）3×3 |
1

2
A𝜏 ||3A−1 + A∗ | = −

1

8
|3E + AA∗ |

= −
1

8
| − 6E| = 27.
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51  (1) 两个矩阵 A，B 行数相同，A 行满秩，B 的列向量组是否可有 A 的列向量组线性表示？

（2） 已知矩阵 AB = A+B, 验证 r(A)=r(B)

证明 （1） 也即证明是否存在 X 使得 (a1 , a 2 , . . . a n )X = (b1 , b2 , . . . bm )，即 AX=B 

因为 r(A)=r(A,B)   (都是行满秩；等于 A 的行数）， 所以方程组有解， 则可以线性表示。

(2) 由 𝐴 𝐵 − 𝐸 = 𝐵 , 所以 𝑟 𝐵 <= 𝑟 𝐴 ,

又 𝐴 − 𝐸 𝐵 = 𝐴, , 𝑟 𝐴 <= 𝑟 𝐵 , 则 𝑟 𝐴 = 𝑟 𝐵
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52 设三阶矩阵 A 的某行元素都是 1, 且 向量 𝛼1 =
1
0
1

, 𝛼2 =
1
0

−1
, 𝛼3 =

1
1

−1

是 A 的特征向量，

问：1） A 是否可对角化 ;   2） A 的迹 tr(A )=？

解：不妨设 A 的第一行元素都为 1，记 𝐴 =
1 1 1

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

;    

由题意：𝐴𝛼1 = 𝜆1 𝛼1 , 即
2
∗
∗

=
𝜆1

0
𝜆1

； 可知 𝜆1 = 2; 同理可得：𝜆2 = 0, 𝜆3 = 1;

所以 A 可对角化，𝑡𝑟 𝐴 = 3

或者：由于 (𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3 ) 线性无关，所以 A 可对角化。

经
纬

数
学

www.jingweimath.com



53 用配方法化二次型为规范形 ,并写出所用变换的矩阵

1) 𝑓(𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ) = 𝑥1
2 + 3𝑥2

2 + 5𝑥3
2 + 2𝑥1 𝑥2 − 4𝑥1 𝑥3 ;

2) 𝑓(𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ) = 2𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 4𝑥3
2 − 2𝑥1 𝑥3 − 2𝑥2 𝑥3 ;

3) 𝑓(𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ) = 2𝑥1 𝑥2 + 2𝑥1 𝑥3 − 6𝑥2 𝑥3

解：1）f = 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 4𝑥3
2 + 2𝑥1 𝑥2 − 4𝑥1 𝑥3 −4𝑥2 𝑥3 + 2𝑥2

2 + 𝑥3
2 + 4𝑥2 𝑥3

= (𝑥1 +𝑥2 −2𝑥3 )2 − 2𝑥2
2 +(2𝑥2 + 𝑥3 )2 = y1

2 − y2
2 + y3

2 ;

Y = PX, Y =

y1

y2

y3

, X =

x1

x 2

x 3

; P=
1 1 −2

0 2 0
0 2 1

, 变换矩阵为 P −1
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54 设3阶矩阵 𝑃 = 𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3 , 其中 𝛼1 , 𝛼2 是 3 阶矩阵A对应特征值 -1，1 的特征向量，

且： 𝐴 − 𝐸 𝛼3 − 𝛼2 = 0 (1) 证明 P可逆； (2) 计算 P −1 A∗ 𝑃

解 :(1) 由题意，A𝛼1 = −𝛼1 , 𝐴𝛼2 = 𝛼2 ,  且 𝛼1，𝛼2 线性无关； 𝐴𝛼3 = 𝛼2 + 𝛼3

设 𝑘1 𝛼1 + 𝑘2 𝛼2 + 𝑘3 𝛼3 = 0, 则 𝑘1 𝐴𝛼1 + 𝑘2 𝐴𝛼2 + 𝑘3 𝐴𝛼3 = 0,   即

−𝑘1 𝛼1 + 𝑘2 𝛼2 + 𝑘3 𝛼2 + 𝑘3 𝛼3 = 0，两式相减可得： 2𝑘1 𝛼1 − 𝑘3 𝛼2 = 0, 则 𝑘1 = 𝑘3 = 0,

代回得 𝑘2 𝛼2 = 0, 由此可得 𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3 必线性无关；

(2) 𝐴 𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3 = 𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3

−1 0 0
0 1 1
0 0 1

, 记 𝐵 =
−1 0 0
0 1 1
0 0 1

， |P −1AP|=|B|=-1

𝐴∗ = |A|A−1 = −A−1 ; 则 P −1 A∗ P = −P −1 A−1 P = −B −1
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55 设 A 为 n 阶方阵，若 r(A-E)+r(A+E)=n, 证明：A2 = 𝐸

证明：如果 𝐴 = 𝐸，或者 𝐴 = −𝐸，则命题得证；

因此 0 < 𝑟 𝐴 − 𝐸 < 𝑛, 以及0 < 𝑟 𝐴 + 𝐸 < 𝑛;

则 (A-E) x =0 有非零解，其基础解系所含线性无关向量个数为 n – r(A-E)= r(A+E);

也即矩阵 A 对应于特征值 1 的特征向量个数为 r(A+E) 个；

同理， A 对应于特征值 -1 的特征向量个数为 r(A-E) 个；

而矩阵对应于不同特征值的特征向量是线性无关的，且 r(A-E)+r(A+E)=n，

也即矩阵 A 有 n 个线性无关的特征向量；

所以 A 相似于对角形，其对角元素为 1 或者 -1 ；

由此得证 A2 = 𝐸。
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56 设 A，B，C 是 n 阶方阵，且有 𝐴 + 𝐸 𝐶 = 0; 𝐵 𝐴𝜏 − 2𝐸 = 0; 𝑟 𝐶 + 𝑟 𝐵 = 𝑛

证明：A 可对角化，并给出对角阵。

证：由* 𝐴 + 𝐸 𝐶 = 0，可知 C 的 n 个列向量都是矩阵 A 对应于特征值 -1 的特征向量 ,  

其线性无关特征向量的个数为 r(C)；

同理，由 𝐵 𝐴𝜏 − 2𝐸 = 0；即 A − 2E 𝐵 𝜏 = 0

知𝐵 𝜏 的列向量是矩阵 A 对应于特征值 2 的特征向量，

其线性无关向量的个数为 r(𝐵 𝜏 ) = 𝑟 𝐵 ；

而 𝑟 𝐶 + 𝑟 𝐵 = 𝑛;

由矩阵对应于不同特征值的特征向量线性无关，所以 A 有 n 个线性无关的特征向量，

因此相似于对角形，对角形矩阵主对角线有 r(C ) 个 -1， r(B) 个 2 . 
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57 对方阵 A，B，若 （E-AB)可逆，证明 （E-BA)也可逆

证明：法一：利用行列式
𝐸 𝐴
𝐵 𝐸

𝐸 −𝐴
0 𝐸

=
𝐸 0
𝐵 𝐸 − 𝐵𝐴

;  
𝐸 −𝐴
0 𝐸

𝐸 𝐴
𝐵 𝐸

=
𝐸 − 𝐴𝐵 0

𝐵 𝐸

可得 |E-AB|=|E-BA| 

法二：利用特征值：由（E-AB）可逆，则其没有 0 特征值，

设 𝐸 − 𝐴𝐵 𝑥 = 𝜆𝑥 , 𝜆 ≠ 0 ; 则 𝐵𝑥 − 𝐵𝐴𝐵𝑥 = 𝜆𝐵𝑥 , 𝐸 − 𝐵𝐴 𝐵𝑥 = 𝜆𝐵𝑥；

且 Bx ≠ 0; 否则 AB 有 特征值为 1，与 𝐸 − 𝐴𝐵 ≠ 0 矛盾；

可知 (E-BA) 与 (E-AB) 的非零特征值相同。

而(E-AB)有 n 个非零特征值，所以 (E-BA)也有 n个非零特征值 ,  因此可逆。

结论：AB 与 BA 的非零特征值相同；若一个矩阵可逆，则 AB 与 BA 相似。
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58 记 A 为元素全为 1 的矩阵，若 X 2 = 𝐴, 求矩阵 X

解：由于 A 是实对称阵，所以 A 相似于对角形；

又 r(A)=1, 则 A 的特征值只有一个非零的 ,等于 n (矩阵的迹）；

则存在正交阵 P, 使得 𝑃 𝜏 𝐴𝑃 =
𝑛 O
O O

; 则 𝑃 𝜏 X 2 𝐴𝑃 = 𝑃 𝜏 X𝑃𝑃 𝜏 X𝑃 = 𝑛 O
O O

𝑛 O
O O

得 𝑃 𝜏 X𝑃 = 𝑛 O
O O

； X = 𝑃 𝑛 O
O O

𝑃 𝜏 = 𝑛（p1 p1
𝜏 ),  p1是对应特征值为n 的特征向量。
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59 若矩阵 A, B 都是正定矩阵，且AB=BA,证明 AB 也是正定矩阵

证明：由 AB=BA， 以及 A， B正定，则 AB 是对称阵；

设 λ 是 AB 的特征值，x 为其相应的特征向量， 𝐴𝐵𝑥 = 𝜆𝑥 ,

𝐵𝐴𝐵𝑥 = 𝜆𝐵𝑥 , 𝑥 𝜏 𝐵𝐴𝐵𝑥 = 𝜆𝑥 𝜏 𝐵𝑥 ;       (𝐵𝑥 )𝜏 𝐴𝐵𝑥 = 𝜆𝑥 𝜏 𝐵𝑥 ;   

由于 A， B都是正定阵，则 (Bx)𝜏 ABx > 0, 以及 x 𝜏 Bx > 0,

所以 必须 𝜆 > 0; 因此 AB 正定！

59’ A 是正定矩阵的充分必要条件是 A = U 𝜏 U ,  其中 U 是可逆方阵。
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60 已知𝑅 3两个基为 𝑎1 =
1
1
1

, 𝑎2 =
1
0

−1
, 𝑎3 =

1
0
1

; 𝑏1 =
1
2
1

, 𝑏2 =
2
3
4

, 𝑏2 =
3
4
3

(1) 求由前基到后基的过渡矩阵；

(2) 若向量 x 在前基的坐标为 𝛼 = (1,1,3)𝜏 ,  求它在后基的坐标。

解 (1) 初等行变换（A B) =
1
1
1

1
0

−1

1
0
1

1
2
1

2
3
4

3
4
3

→
1
0
0

0
1
0

0
0
1

𝟐
𝟎

−𝟏

𝟑
−𝟏
𝟎

𝟒
𝟎

−𝟏
= （𝐸 𝑷) ;

P 即为过渡矩阵；

(2) 在后基的坐标 𝛽 = 𝑃 −1 𝛼 = (−8, −1, 5)𝜏 .

注：记过渡矩阵为 P, 则 (𝑏1 , 𝑏2 , 𝑏3 ) = (a1 , a 2 , a 3 )P ;   所以 𝑷 = 𝑨−𝟏 𝑩 ;

对 (A ,B)只进行初等行变换， 得：（E, A−1 B )
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61 设 𝛼1 =
1
2
1

, 𝛼2 =
3
3
3

, 𝛼3 =
2
4
3

,  𝛽1 =
1
1
1

, 𝛽2 =
1
0

−1
, 𝛽3 =

1
0
1

;  

是 R3 的两组基， 求在两组基下有相同坐标的向量。

解：记所求向量为
x1

x 2

x 3

,  相当于满足 x1 𝛼1 + x 2 𝛼2 + x 3 𝛼3 = x1 𝛽1 + x 2 𝛽2 + x 3 𝛽3 ;  

记 A = (𝛼1 − 𝛽1 , 𝛼2 − 𝛽2 ,  𝛼3 − 𝛽3);  A =
0 2 1
1 3 4
0 4 2

， 即求解 Ax=0 的非零解 ,  

解得其基础解系为 ξ =
5
1

−2
； 则所求坐标向量为 kξ .
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知识点：三元线性方程组 𝐴𝑚×3 𝑋 = 𝑏 解的几何意义：

(1) 每个线性方程都是 3 维几何空间中的一个平面 ; 𝐚 𝐢𝟏 𝐱 𝟏 + 𝐚 𝐢𝟐 𝐱 𝟐 +𝐚 𝐢𝟑 𝐱 𝟑 = 𝐛 𝐢 (i=1,2,3)

(2) r(A)=3=r(A,b)时 方程组 Ax=b 的唯一解表示 m 个平面有唯一交点；

(3) r(A)=r(A,b)=2时，这 m 个平面共直线，直线方程由线性无关的那两个方程组成；

(4) r(A)=r(A,b)=1时，这 m 个平面共面，这平面是由其中任何一个方程表示的；

(5） r(A)= 2 ≠ r(A, b) 时，有两两相交的平面，取决于A的行向量；

(6) r(A)= 1 ≠ r(A, b) 时, 所有平面平行。

知识点：平面上， 𝐴𝑚×2 𝑋 = 𝑏 解的几何意义是平面直线之间的关系：平行，相交，重合等。
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例62：在空间直角坐标系XYZ 中，三张平面 𝜋 𝑖 : 𝑎 𝑖 𝑥 + 𝑏𝑖 𝑦 + 𝑐𝑖 𝑧 = 𝑑 𝑖 (𝑖 = 1,2,3),

的位置如图所示，记 𝛼 𝑖 = ( 𝑎 𝑖 , 𝑏𝑖 , 𝑐𝑖 ), 𝛽𝑖 =（ 𝑎 𝑖 , 𝑏𝑖 , 𝑐𝑖 , 𝑑 𝑖 ） ,若 𝑟

𝛼1

𝛼2

𝛼3

= 𝑚, 𝑟

𝛽1

𝛽2

𝛽3

= 𝑛

则：A.   m=1,n=2       B.  m=n=2       C.  m=2, n=3       D.  m=n=3 

解：（解析）（这是一个代数与几何的综合题）根据图示，这三个平面共线，因此三个平面方程

组成三元一次方程组有无穷多组解，由此 m=n=2 。

注：若m=n=1 则表示三个平面共面，也就是只有一个平面（其余两个可由这个平面表示）；

若m=n=3 则方程组有唯一解，表示三个平面相交于空间一点。
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63 已知直线
𝑥−𝑎2

𝑎1
=

𝑦 −𝑏2

𝑏1
=

𝑧−𝑐2

𝑐1
与直线

𝑥−𝑎3

𝑎2
=

𝑦 −𝑏3

𝑏2
=

𝑧−𝑐3

𝑐2
相交于一点，

法向量 𝛼 𝑖 = (𝑎 𝑖 b 𝑖 c 𝑖 )𝜏 (𝑖 = 1,2,3) 则

A. 𝛼1 可由 𝛼2 , 𝛼3线性表示； B. 𝛼2 可由 𝛼1 , 𝛼3 线性表示 ;   

C. 𝛼3可由 𝛼1 , 𝛼2 线性表示； D. 𝛼1 , 𝛼2 , 𝛼3 线性无关

解析：将直线方程写成参数形式：𝑥 = 𝑎2 + 𝑎1 𝑡 , 𝑦 = 𝑏2 + 𝑏1 𝑡 , 𝑧 = 𝑐2 + 𝑐1 𝑡 ;   以及

𝑥 = 𝑎3 + 𝑎2 𝑡 , 𝑦 = 𝑏3 + 𝑏2 𝑡 , 𝑧 = 𝑐3 + 𝑐2 𝑡； 即

𝑥
𝑦
𝑧

=

𝑎2

𝑏2

𝑐2

+

𝑎1

𝑏1

𝑐1

𝑡 ; 以及
𝑥
𝑦
𝑧

=

𝑎3

𝑏3

𝑐3

+

𝑎2

𝑏2

𝑐2

𝑡 ;   两直线相交意味着存在 𝑡1 , 𝑡2 使得

𝑎2

𝑏2

𝑐2

+

𝑎1

𝑏1

𝑐1

𝑡1 =

𝑎3

𝑏3

𝑐3

+

𝑎2

𝑏2

𝑐2

𝑡2 ;   易知 只有 C 是绝对正确的。
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64 在平面 XOY 中，方程 𝑎 𝑖 x + b 𝑖 y = c 𝑖 (i = 1,2,3) 表示三条直线，

记 A =

𝑎1 b1

𝑎2 b2

𝑎3 b3

, C =

c1

c2

c3

,   问下列情形下矩阵 A 的秩与矩阵 (A ,C) 秩的关系？

(i) 三条直线平行； (i i) 三直线两两相交； (i i i) 三直线相交于一点

解：解析方程组 ቐ

𝑎1x + b1 y = c1

𝑎2 x + b2 y = c2

𝑎3 x + b3 y = c3

(i) 三直线平行意味着三个斜率相等，直线无交点 ,  则 r(A)=1, r(A ,C)=2;

(ii)三直线两两相交 ,  则 r(A)=2,  

(i i i) 相交于一点， 则 r(A)=2,  且 r(A ,C)=2 

作业题 :四种直线图形与方程组（解以及系数）的关系
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Thank you
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