
考研数学极值与凹凸性专题

• 剖析极值与凹凸性的定义

• 扩展概念与理论

• 整理解题思路

• 真题解析
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极值与凹凸性问题是近来考研数学的必考点之一，经常包括填空题（较难）和计算题，

分值在 17 分左右。主要包括：

1，一元函数的极值点，极值与最值，单调性；

2，一元函数的拐点，曲线的凹凸性等；

3，二元函数的极值，最值，以及条件极值（拉格朗日乘子法）；



● 极值定义：函数 f(x)在 𝑥0 的某邻域内有定义，对去心邻域 U(𝑥0)内的任一点 x 有

𝑓(x) < 𝑓(𝑥0 ) (或𝑓(x) < 𝑓(𝑥0 ))，则称 𝑓(𝑥0)是函数的一个极大值（极小值）；

● 极值是个局部概念！

● 极值的定义没有要求函数连续；

● 极值可能在驻点、或者不可导点达到；

● 必要条件: 函数在 𝑥0 处可导，且在 𝑥0 处取的极值，则 𝑓’(𝑥0) = 0 − −驻点；

● 第一充分条件：若在函数𝑓(x)在 𝑥0 处连续，且在 x0 某去心邻域内可导，且 𝒇’(𝒙)变号，

则 𝑥0 必是极值点：先正后负为极小；先负后正处取得极大：

● 第二充分条件：函数在𝑥0 处具有二阶导数，𝑓’(𝑥0) = 0, 𝑓”(𝑥0) ≠0 则

(1)𝑓′′(𝑥0) > 0 为极小值点； (2)𝑓′′(𝑥0) < 0 为极大值点；

● 最值：极值 + 边界值,多出现在应用题；

● 若函数可导，且只有一个极值点，则这个点也是最值点；

● 极值点的两侧单调性改变----是单调性的分界点。



凹凸性与拐点相关内容

● 定义：若 𝑓[λ𝑥1+(1-λ)𝑥2] <λ𝑓(𝑥1)+(1-λ)𝑓(𝑥2) ， λ ∈ (0,1)

则称 𝑓(𝑥)为凹函数（图形为凹）； 𝜆 =
1

2
时是高等数学中的定义

Tips: λ𝑥1+(1-λ)𝑥2 表示介于 𝑥1与 𝑥2 之间的任何点。

● 几何意义：函数值小于割线值 ; 也即函数曲线在割线之下；

● 若函数在[a,b]连续，在(a.b)内有一阶和二阶导数则：如下结论相互等价：

1）𝑓(𝑥) 为凹函数； 2）𝑓’(𝑥)为增函数； 3）𝑓“(𝑥） ≥ 0；

4）对 I 上任何两点 𝑥1 , 𝑥2，都有 𝑓(𝑥2) ≥ 𝑓(𝑥1) + 𝑓’(𝑥1)(𝑥2 − 𝑥1) （几何意义）

● 𝑓(𝑥) 为I说凹函数的充要条件：对于I上任给的三点 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 , 总有

𝑓(𝑥2)- 𝑓(𝑥1)

𝑥2−𝑥1
≤

𝑓(𝑥3)− 𝑓(𝑥1)

𝑥3−𝑥1



● 拐点：

1） 定义：函数在区间 I 上连续，曲线凹凸性改变的点称之为曲线的拐点(𝑥0 , 𝑓(𝑥0))

（2）必要条件：𝑓“(𝑥0） = 0；

(3) 拐点第一充分条件：𝑓“(𝑥)在 𝑥 = 𝑥0 两边异号；

(4) 拐点第二充分条件 : 𝑓’ ’ ’(𝑥0) ≠ 0;

(5)拐点可能在 𝑓“(𝑥)不存在的点达到。

● 结论：若函数𝑓(𝑥) 𝑛 阶可导，且在𝑥0点处的 (𝑛 − 1)阶导数都为 0，𝑛 阶导数𝑓 (𝑛)(𝑥0) ≠ 0；

(i) n 为偶数时，𝑥0 为极值点；大于0 极小值点，小于 0为极大值点；

(ii) n 为奇数时，(𝑥0 , 𝑓(𝑥0))为曲线的拐点。

● 注：在 𝑓(𝑥)满足可导的前提下，极值点和拐点不是同一个点；

● 但不可导的情形有可能是同一个点；例：𝑓(𝑥) = |𝑥(𝑥 − 2)| 在(0,0)和（2,0)点
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例1. 设函数 𝑓(𝑥)在区间[−1,1 ]上有定义，则 （ ）

(A) 当𝑓(𝑥)在 (-1, 0) 单调递减，在(0, 1)单调递增时，𝑓(0)是极小值

(B) 当𝑓(0)是极小值时，𝑓(𝑥)在 (-1, 0) 单调递减，在(0, 1)单调递增

(C)  当𝑓(𝑥)的图形在[−1,1 ]是凹的时，
𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
在[−1,1 ]单调增加

(D) 当
𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
在[−1,1 ]单调增加时，𝑓(𝑥)的图形在[−1, 1]是凹的

解析：本题考察的是极值与凹凸性概念。

A选项中两个半区间 (-1,0), (0, 1)都没有包含 f(0)，

而题目条件只是 f(0) 有定义，因此可以取任何值，所以 A 错误；

B 选项，考虑到极值是个局部概念，只要求在 0 点的邻域内是最小即可，所以 B也不正确；



D选项考察的是充分条件，也即是说
𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
是增函数，保证不了 f(x) 是凹函数；

考虑反例𝑦 = (𝑥 2+2𝑥)(𝑥 − 1)

利用几何意义：
𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
=

𝑓(1)−𝑓(𝑥)

1−𝑥
是割线的斜率，

再看C 选项，利用凹函数的定义：对任给的 x, y , 以及0 < 𝜆 < 1,

𝑓[𝜆x+(1-𝜆)𝑦] ≤ 𝜆𝑓(𝑥) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑦)；

设 𝜆 =
𝑥2−𝑥1

1−𝑥1
, 𝑥 = 1, 𝑦 = 𝑥1 , 显然 𝑥2= 𝜆 + (1 − 𝜆)𝑥1 > 𝑥1 ;

代入定义式： 𝑓(𝑥2) = 𝑓[𝜆 + (1 − 𝜆)𝑥1] < 𝜆𝑓(1) − (1 − 𝜆)𝑓(𝑥1), 

将 𝜆 的表达式代入整理可得：
𝑓(𝑥1)−𝑓(1)

𝑥1−1
<

𝑓(𝑥2)−𝑓(1)

𝑥2−1
， 所以 C 正确！



例2.已知函数 𝑓(𝑥) = 0׬
𝑥
𝑒 𝑡2𝑠𝑖𝑛𝑡𝑑𝑡 , 𝑔(𝑥) = 0׬

𝑥
𝑒 𝑡2𝑑𝑡 . 𝑠𝑖𝑛2𝑥, 则（ ）

A. 𝑥 = 0是𝑓(𝑥)的极值点，也是𝑔(𝑥)的极值点；

B. 𝑥 = 0是𝑓(𝑥)的极值点，(0,0)是曲线 𝑦 = 𝑔(𝑥)的拐点；

C. 𝑥 = 0是𝑓(𝑥)的极值点，(0,0)是曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥)的拐点;

D. (0,0)是曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥)的拐点,也是曲线 𝑦 = 𝑔(𝑥)的拐点；

解：𝑓’(𝑥) = 𝑒 𝑥2
𝑠𝑖𝑛𝑥; 𝑥 = 0 时，𝑓’(𝑥) = 0;

𝑓’ ’(𝑥) = 𝑒 𝑥2
2𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑒 𝑥2

𝑐𝑜𝑠𝑥; 𝑓’’(0)=1 

所以 x=0是极小值点； 又由保号性，0 点的邻域内二阶导数不变号，所以(0,0)不是拐点；

𝑔’(𝑥) = 𝑒 𝑥2
𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 2𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 0׬

𝑥
𝑒 𝑡2𝑑𝑡 是个偶函数，0点周围不变号，所以不是极值点；

𝑔’(𝑥)是偶函数，则 𝑔‘’(𝑥)是奇函数，因此在 0点变号，且 𝑔‘’(0) = 0，所以是拐点。B 正确。



例3： 设函数𝑓(𝑥) 在(−∞, +∞)内连续，其导函数𝑓’(𝑥)的图形如图所示，则（ ）

(A)函数𝑓(𝑥)有 2 个极值点，曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥)有 2 个拐点

(B) 函数𝑓(𝑥)有 2 个极值点，曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 有 3 个拐点

(C) 函数 𝑓(𝑥)有 3 个极值点，曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 有 1 个拐点

(D) 函数 𝑓(𝑥)有 3 个极值点，曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 有 2 个拐点

解析：极值点：函数的单调性改变；一阶导数变号；

（可能在 𝑓’(𝑥) = 0 的点，以及一阶导数不存在的点）

拐点：凹凸性改变（一阶导函数的单调性改变）；二阶导数变号；

可能在𝑓’’(𝑥) = 0 以及二阶导数不存在的点：两侧变号

答案：（B)
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